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Soit N$ l’espace dual d’un Fre chet nucle aire N et % une fonction de Young sur
[0, +[. On de finit l’espace F% (N$) des fonctions holomorphes sur N$ et qui
ve rifient: pour tout p # N et m>0 il existe K0 telle que:
| f (z)|Ke%(m |z|&p).
Soit %* la fonction conjugue e de % et G%*(N ) l’espace des fonctions holomorphes sur
N et qui ve rifient: il existe p # N, m>0 et M0 telle que:
| g(u)|Me%*(m |u|p).
On de montre que la transforme e de Laplace re alise un isomorphisme topologique
entre le dual fort de F% (N$) et G%*(N ). On donne ensuite des applications de ce
re sultat a l’analyse du bruit blanc.  2000 Academic Press
Let N$ be the dual of a nuclear Fre chet space N and % a Young function on
[0, +[. We define the space F% (N$) of holomorphic functions on N$ which
satisfy: for all m>0 and p # N there exists K0 such that
| f (z)|Ke%(m |z|&p).
Let %* be the conjugate function of % and G%*(N ) the space of holomorphic func-
tions on N which satisfy: there exists p # N, m>0 and M0 such that
| g(u)|Me%*(m |u|p).
We prove that the Laplace transform realizes a topological isomorphism of the
strong dual of F% (N$) on G%*(N ). An application of this result to white noise
analysis is given.  2000 Academic Press
1. INTRODUCTION
Dans ce travail on de montre un re sultat de dualite entre espaces de
fonctions holomorphes a croissance exponentielle. Plus pre cise ment, on
conside re un espace de Fre chet nucle aire complexe N, dont la topologie
peut e^tre de finie par une famille croissante de normes Hilbertiennes
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[ | |p ; p # N]. Pour tout p # N on notera par Np le comple te de N lorsque
celui ci est muni de la norme | |p et par N&p le dual topologique de l’espace
de Hilbert Np . On obtient alors, pour tout q p, les injections suivantes:
iq, p : Nq  Np (1)
et par transposition
i $q, p=N&p  N&q
Vu la nucle arite de l’espace N, on a pour tout p0, il existe q> p telle
que l’injection iq, p et par suite sa transpose e i $q, p soient de type
HilbertSchmidt. On notera leurs normes respectives par &iq, p &hs , &i $q, p&hs .
On sait que N=p Np et que si N$ est le dual fort de N, N$=p N&p et
ou cette union est munie de la topologie limite inductive [4, 17]. A partir
de maintenant % de signe une fonction de Young [2, 9] i.e. % : R+  R+
continue, convexe, croissante et telle que %(0)=0 et lim+ %(x)x=+.
Soit (B, & &) un espace de Banach et m>0, on de finit l’espace de Banach
suivant:
Exp(B, %, m) :=[ f # H(B);
& f &%, m=sup[ | f (z)| e&%(m &z&); z # B]<+] (2)
ou H(B) de signe l’espace des fonctions entie res sur l’espace B.
Remarque. Rappelons que si f est une fonction holomorphe sur une
couronne du plan complexe, 0<:|z|;, et si Mr=sup |z| =r | f (z)|, alors
la fonction log(Mr) est convexe en log r. Ce re sultat, connu sous le nom du
the ore me des trois cercles de Hadamard, nous sugge re l’hypothe se de
convexite sur la fonction %.
Dans la suite on de finit deux types d’espaces de fonctions holomorphes
a croissance exponentielle sur N et sur N$:
F% (N$)= ,
p0, m>0
Exp(N&p , %, m) (3)
muni de la topologie limite projective, et ou l’espace
G% (N )= .
p0, m>0
Exp(Np , %, m) (4)
est muni de la topologie limite inductive.
On note par F% (N$)* le dual topologique de F% (N$), qu’on munit de la
topologie du dual fort.
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Remarques. (1) Si une fonction f est holomorphe sur l’espace N$ elle
est a fortiori holomorphe sur tous les sous espaces N&p , p # N. Re ciproque-
ment si pour tout p # N et m>0 la fonction f et un e le ment de l’espace
Exp(N&p , %, m), on ve rifie qu’elle est Ga^teaux holomorphe sur N$. De plus
la condition de croissance qu’elle ve rifie permet de montrer qu’elle est
localement borne e et par suite f est holomorphe sur N$.
(2) Soit g une fonction holomorphe sur N et ve rifiant une condition
de croissance de type: il existe m>0, q # N et K0 telle que:
| g(u)|Ke%(m |u|q) \u # N
en utilisant la formule inte grale de Cauchy on montre que la fonction g est
prolongeable par analycite a un certain Np , ce qui justifie la de finition de
l’espace G% (N ) a l’aide de (4).
Notre but est de caracte riser le dual fort, F% (N$)*, de l’espace F% (N$),
via la transformation de Laplace. Plus pre cise ment, vu l’hypothe se
lim+ %(x)x=+, on montre que pour tout u # N la fonction suivante:
eu : N$  C
(5)
z [ e(z, u)
est un e le ment de l’espace F% (N$) (voir lemme 2). On de finit alors la
transforme e de Laplace d’un e le ment , # F% (N$)* par:
L(,)(u) :=((,, eu)). (6)
Soit % une fonction de Young, on de finit sa fonction conjugue e par
%*(x) :=sup[tx&%(t); t0] \x0. (7)
Alors %* est aussi une fonction de Young [2, 9]. On de montre alors le
the ore me suivant:





Pour de montrer ce re sultat on s’inspire des me thodes utilise es dans
[7, 14]. On de montre d’abord que la transformation ‘‘se rie de Taylor’’ S.T
re alise l’isomorphisme topologique suivant (proposition 1):
F% (N$) w
S .T F% (N ) (9)
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ou F% (N ) est un certain espace de se ries formelles sur l’espace N. Ce
passage aux espaces de se ries formelles va permettre le calcul direct du dual
topologique de l’espace F% (N ), qui n’est autre qu’un espace de se ries
formelles sur N$, note G% (N$). Ensuite on caracte rise l’image de l’espace
G% (N$) par la transformation se rie de Taylor inverse (S .T )&1, et on




La deuxie me partie de ce travail sera consacre e a la de monstration du
the ore me 1, et de quelques proprie te s relatives aux espaces F% (N$)
et G.(N ).
Dans la troisie me partie on donnera des applications a l’analyse
gaussienne. En effet soit X un espace de Fre chet nucle aire re el et soit
l’espace N son complexifie . Alors la topologie de X est de finie de la me^me
manie re que celle de N et on a donc le triplet de Gelfand re el suivant:
X/X0 /X$.
ou X0 est le comple te de l’espace X lorsqu’il est muni de la norme | |0 .
La mesure gaussienne standard # sur X$, dual topologique fort de X, est
donne e par sa fonction caracte ristique #^(!)=e&|!|
2
0 2 \! # X. Si on suppose
de plus que la fonction % ve rifie l’hypothe se: lim+ %(x)x2 existe et est
finie, alors l’espace F% (N$) s’injecte d’une manie re continue et a image
dense dans l’espace L2(X$, #) et on obtient le triplet de Gelfand suivant
F% (N$)  L2(X$, #)  F% (N$)* (11)
On de finit la transformation chaotique T .C comme e tant le prolongement
de L’isome trie de WienerIto^Segal [3, 5, 8] a l’espace des distributions
gaussiennes F% (N$)*. Et comme application du the ore me 1 on montre le
the ore me suivant:
The ore me 2. La transformation chaotique re alise l ’isomorphisme
topologique entre les deux triplets suivants
F%(N$) ww L2(X$, #) ww F%(N$)*
I I T.C
F%(N$) ww Fock(H ) ww G%*(N )
ou H est le complexifie de l ’espace X0 .
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2. PREUVE DU THE ORE ME 1
On commence par de finir un espace de se ries formelles sur l’espace N.
Pour cela on introduit quelques notations: Pour n1 et p # N, on note par
| |p , ( , )p (resp. | |&p , ( , )&p) la norme et le produit scalaire de l’espace de
Hilbert Np (resp. N&p). On gardera la me^me notation | | p (resp. | | &p) pour
le produit tensoriel Hilbertien N np (resp. N
n
&p ). L’espace N p
xn (resp. N xn)
de signe le produit tensoriel Hilbertien (resp. topologique) syme trique d’or-
dre n de l’espace Np (resp. N ). On suppose de plus que la famille de normes
[ | |p ; p # N] soit compatible i.e. si q> p et (xn)n # N /N est une suite
d’e le ments de N tels que, (xn)n # N converge vers ze ro pour la nome | |p et
est de Cauchy pour la norme | |q alors la suite (xn)n # N converge vers ze ro





De plus cette e galite est un isomorphisme topologique lorsqu’on munit
l’espace N xn de la ?-topologie tensorielle (ou =-topologie) et l’espace
+p=0 N p






ou le membre de droite est muni de la topologie limite inductive.
Pour tout p0, soit S(Np) l’espace des se ries formelles syme triques sur
Np . Autrement dit f9 =( fn)n # N est un e le ment de S(Np) si pour tout n # N,
fn # Npx n .
De me^me pour tout p # N, S(N&p) de signe l’espace des se ries formelles
syme triques sur l’espe ce N&p . Soit p0 et m>0, on de finit l’espace de
Hilbert suivant:
F%, m(Np) :={ f9 # S(Np); _ f9 _2%, p, m= :n0 %
&2
n m
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et soit l’espace
F% (N ) := ,
p0, m>0
F%, m(Np) (13)
qu’on munit de la topologie limite projective. Soit f : N$  C une fonction
holomorphe sur N$. Sa de rive e au sens de Ga^teaux suivant la direction
! # N$ et au point ze ro est de finie par




Pour n1, soit l’application:
fn : N$_ } } } _N$  C
(!1 , ..., !n) [ fn(!1 , ..., !n)=D!1 } } } D!n f (0)
fn est une forme n-line aire continue syme trique sur (N$)n et par suite elle
est repre sente e par un e le ment f n # N xn note e encore fn i.e.
fn(!1 , ..., !n)=( fn , !1  } } } !n)
Lemme 1. Soit f (z)=n # N (z n, fn n !) # F% (N$) alors pour tout
n1, fn # Nxn et on a pour tout p0, m>0 et q> p
| fn | penn ! %nmn & f &%, q, m &iq, p&nhs (14)
De monstration. Soit ! # N$ tel que |!|&q=1. En utilisant la formule
inte grale de Cauchy, on a
| fn(!, ..., !)|n ! %nmn & f &%, q, m \m>0
en utilisant l’homoge ne ite et l’identite de polarisation on obtient




Si (ej)j # N est une base Hilbertienne de l’espace N&p , on a alors
| fn | 2p= :
j1 , ..., jn0
| fn(ej1 , ..., ejn)|
2e2nn !2 %2n m
2n & f &2%, q, m &iq, p&
2n
hs K
On de finit la transformation line aire se rie de Taylor, S.T qui a une fonc-
tion f holomorphe sur l’espace N$ associe S .T( f )= f9 =((1n !) fn)n # N sa
se rie de Taylor a l’origine.
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Proposition 1. La transformation se rie de Taylor re alise l ’isomorphisme
topologique suivant
F% (N$) w
S .T F% (N ) (15)
De monstration. Soient f # F% (N$) et f9 =((1n !) fn)n # N , alors pour p0
et m>0 on a
_ f9 _2%, p, m= :
n0
%&2n m
&n } 1n ! fn }
2
p
Pour tout q> p tel que l’injection iq, p est de type HilbertSchmidt et pour
tout m$>0 tel que (m$- m) e &iq, p&hs<1, on obtient en utilisant (14):
_ f9 _2%, p, m& f &
2






ce qui prouve la continuite et l’injectivite de la transformation (15).
Re ciproquement, pour tout f9 # F% (N ) on a
(S .T )&1 ( f9 )(z)= f (z)= :
n0
(z n, fn)
Soient p0 et m>0, alors pour q> p tel que &iq, p&hs< et m$>0 tel que
(- m$m) &iq, p&hs<1 on a, pour tout z # N&p
| f (z)| e&%(m |z|&p) :
n0
|z| n&p | fn |p e
&%(m |z| &p)







ce qui prouve que la se rie des polyno^mes f (z) est uniforme ment con-
vergente sur les borne s de l’espace N$ qui sont des pre comapacts [16]. Par
suite f est une limite uniforme sur les compacts de N$, d’une se rie de
polyno^mes et donc elle est holomorphe sur N$. D’ou la surjectivite de la
transformation S .T et la continuite de son inverse. K
Proposition 2. L’espace F% (N ) est un espace de Fre chet, nucle aire et
re flexif.
De monstration. L’espace F% (N ) est limite projective d’espaces de
Fre chet re flexifs donc il est lui me^me un espace de Fre chet re flexif.
7UN THE ORE ME DE DUALITE
Soit m>0 et p0 fixe s. Pour tout m$<m et q> p on a _ _%, p, m
_ _%, q, m$ et donc on de finit l’injection naturelle suivante:
I m, m$q, p : F%, m$(Nq)  F%, m(Np)
le but est de trouver m$ et q convenables pour que cette injection soit de
type HilbertSchmidt. Soit (ei) i # N une base Hilbertienne de Nq . Pour n1
fixe la famille suivante:
[r !12 e :1i1 x } } } xe
:r
ir
; r=1, ..., n, : # Nr, |:|=n et i1 , ..., ir # N]
constitue une base Hilbertienne de Nqxn et l’injection naturelle suivante:
i nq, p : Nq
x n  N pxn a pour norme HilbertSchmidt:






i1 , ..., ir0
:
: # Nr, |:|=n
|r !12 e :1i1 x } } } x e
:r
ir
| 2p=&iq, p &
2n
hs .
Comme l’espace F%, m$(Nq) est une somme Hilbertienne de Nqxn on a:








Il suffit donc de choisir m$>0 tel que (m$m) &iq, p&2hs<1. K
En utilisant l’isomorphisme (15) on a:
Corollaire 1. L’espace F% (N$) est un espace de Fre chet, nucle aire et
re flexif.
Soit m>0 et p0, on de finit l’espace de Hilbert suivant:
G%, m(N&p) :={,9 =(,n)n # N # S(N&p);
_,9 _2%, &p, m= :
n1
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qu’on munit de la topologie limite inductive. Alors il est clair que le dual
topologique de l’espace F% (N ) est l’espace G% (N$) pour la dualite suivante:
((,9 , f9 )) := :
n1
n! (,n , fn) (18)
ou (,n , fn) e tant la dualite entre N$xn et N xn.
Lemme 2. Pour tout u # N, la fonction eu , de finie sur N$ par eu(z)=
e(z, u), est un e le ment de l ’espace F% (N$).
De monstration. Soit p0 et m>0 alors pour tout z # N&p on a
|e(z, u) | e&%(m |z| &p)e |u|p |z| &p&%(m |z|&p)e%*( |u|pm)
ou %* est la fonction conjugue e associe e a %, et donc
&eu&%, p, me%*( |u|pm)<+ (19)
Remarque. Pour u # N, on note par e u=S .T(eu)=( u
n
n ! )n # N , on a:
Pour tout m>0, p0 il existe c, m$>0 et q> p tels que




m&n |u| 2np c
2 &eu &2%, q, m$ (20)
Lemme 3. Soit % et . deux fonctions de Young e quivalentes a l ’infini i.e.
lim+ %(x).(x)=1, alors on a les e galite s suivantes:
F% (N$)=F.(N$) et G% (N )=G.(N )
De monstration. De l’e quivalence a l’infini on de duit qu’il existe x0>0
tel que pour xx0 , .(x) 12 %(x). Soit f # F% (N$), montrons que
f # F.(N$). Pour cela soit m>0 et p # N alors pour m$<m2 on a
| f (z)| e&.(m |z|&p)=| f (z)| e&%(m$ |z| &p)e%(m$|z|&p)&.(m |z| &p)
en utilisant la convexite de % on obtient
| f (z)| e&.(m |z|&p)| f (z)| e&%(m$ |z| &p)e(12) %(m |z|& p)&.(m |z| &p)<
donc F% (N$)=F.(N$). On montre de me^me que G% (N )=G.(N ). K
Proposition 3. La transformation se rie de Taylor S .T re alise un
isomorphisme topologique
G%*(N ) w
S .T G% (N$) (21)
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De monstration. Soit , # G%*(N ), alors il existe p0 et m>0 tels que
, # Exp(Np , %*, m). En utilisant les me^mes techniques que celle de la
de monstration du lemme 1, on montre que la forme n-line aire syme trique
sur N, ,n(u1 , ..., un)=(1n !) Du1 } } } Dun ,(0) ve rifie
|,n |&qen &,&%*, &p, m %n*mn &iq, p&nhs
et ceci pour tout q> p tel que iq, p est de type HilbertSchmidt. Posons
,9 =(,n)n # N . On a alors S .T(,)=,9 et pour tout m$>0 on a
_,9 _2%, &q, m$ = :
n0
(n ! %n)2 m$n |,n | 2&q
&,&2%*, &p, m :
n0
(n ! %n %n*)2 (m$, m)n (e &iq, p&hs)2n.
Cette se rie converge pour un choix convenable de m$>0, si on a
lim supn(n ! %n %n*)1n<. Sans perdre de ge ne ralite on peut supposer gra^ce
au lemme 3 que la fonction % a une repre sentation de la forme
%(x)=x0 +(t) dt ou + est une fonction continue, croissante, nulle a l’origine
et lim+ +(x)=+. Dans ce cas, la fonction conjugue e %* s’e crit












ou tn (resp. xn) est la solution de l’e quation t+(t)=n (resp. x|(x)=n). Par
suite on a




Re ciproquement, soit ,9 # G% (N$) alors il existe m>0 et p0 tels que
_,9 _%, &p, m<+. S .T &1(,9 )=n0 (,n , u n) d’ou :
|(S .T )&1(,9 )(u)|_,9 _%, &p, m _ :n0,
|u| 2np
(n ! %n)2 mn&
12
=_,9 _%, &p, m _e u_%, p, m
_,9 _%, &p, m ce%*(|u|qm$) (23)
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ou c>0, m$>0 et q0 sont donne es par (20) (19). Ceci montre que la
se rie (S .T )&1 (,9 ) est holomorphe sur l’espace Nq et que la transformation
inverse (S .T )&1 est continue. K
Preuve du the ore me 1. En utilisant les propositions 1 et 3 et le fait que





F $%(N ) ww G%(N$)
par suite si , # F% (N$)* on a
L(,)(u)=((,, eu))=((,9 , e u))
=(S .T )&1 (,9 )(u).
Ainsi la transformation de Laplace L est un isomorphisme topologique.
Remarques. 1. Le the ore me 1 ge ne ralise des re sultats obtenus dans [7,
14, 15] concernant les fonctions entie res a croissance exponentielle d’ordre
k1. En effet pour k>1, si on prend +(t)=tk&1 et donc |(t)=t 1(k&1) on
obtient ainsi %(x)=xkk et %*(x)=xk$k$ ou k$ est le conjugue de k i.e.
(1k)+(1k$)=1.
2. Yu. G. Kondratiev et L. Streit on introduit dans [10] des espaces
de fonctions test (E); ou ; # [0, 1[. Ces espaces correspondent en fait a
notre espace de se ries formelles F% (N ) ou %(t)=t 2(1+;) et donc %n=
(n !)&(1+;)2. Ensuite, ils ont obtenu des the ore mes de caracte risation via la
transformation S. Plus pre cise ment ils montrent que la transforme e S de
tout e le ment de (E); ve rifie une condition de croissance exponentielle
d’ordre la fonction %(t)=t2(1+;); et que l’image de l’espace dual (E)&; par
S est exactement l’espace G%*(N ) ou %*(t)=t 2(1&;).
Le cas particulier ou %(x)=x2, a e te e tudie dans [6, 13].
3 Y.-J. Lee de montre dans [12] que toute fonction de l’espace de
Hida (S) admet une extension analytique et ve rifie une condition de
croissance de type exponentielle d’ordre quadratique.
Ce re sultat a e te ensuite e tendu aux espaces (E); par H.-H. Kuo dans
[11, the ore me 6.13].
4. Si on prend +(t)=log(t+1), donc %(x)=(x+1) log(x+1)&x,
alors F% (N$) est un nouvel espace de fonctions test. Son dual topologique
via la transformation de Laplace est l’espace G%*(N ), avec %*(x)=
ex&x&1. Cet espace a e te introduit dans [1] comme e tant l’image par la
T.C d’un certain espace de distributions formelles note [&]:* , sans pour
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autant donner la caracte risation de l’espace test associe . D’autre part, pour
construire et caracte riser des espaces de distributions, on utilise dans [1]
la fonction G:(t)=n # N (:n tnn !), ou (:n)n # N est une suite re elle positive
ve rifiant certaines conditions techniques. Cette approche ne permet pas,
contrairement a la notre, une caracte risation explicite des espaces de fonc-
tions test et de distributions. De plus l’hypothe se d’analycite sur la fonction
G: n’est pas ne cessaire dans notre cas, puisqu’on retrouve l’e tude faite dans
[1] en posant %*(t)=log(G:(t2)).
3. APPLICATION A L’ANALYSE GAUSSIENNE
Soit X un espace de Fre chet nucle aire re el, dont la topologie est de finie
par une famille croissante de normes Hilbertiennes [ | |p ; p # N], qu’on
suppose de plus ve rifiant une condition de compatibilite (section 1). On
note par Xp , le comple te de l’espace X lorsqu’il est muni de norme | |p ,
pour p # N. Soit # la mesure gaussienne standard de finie sur X$ (dual
topologique de X ) par sa fonction caracte ristique
#^(!)=e&|!|
2
0 2 \! # X.
On notera par N et H, les complexifie s respectifs des espaces X et X0 .
L’isome trie de WienerIto^Segal, note e I est donne e par l’expression
inte grale suivante [8]
I : L2(X$, #)  Fock(H )
f [ If (z)=|
X$
f (x) e(x, z) &(z22) d#(x)
ou Fock(H ) n’est autre que la re alisation holomorphe de l’espace Fock
syme trique Fock(H ) des se ries formelles i.e.
Fock(H )= 
n # N
n ! H xn
et ou pour tout z dans le complexifie H de X0 , z2=(z, z)0 .
Proposition 4. Soit % une fonction de Young, telle que lim+ (%(x)x2)
existe et soit finie, alors l ’espace F% (N$) s’injecte d ’une manie re continue et
a image dense dans L2(X$, #).
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De monstration. On rappelle que pour un certain q>0 la mesure
gaussienne #, a comme support X&q [5, 13]. Ainsi le the ore me
d’inte grabilite de X. Fernique applique a l’espace de Wiener abstrait suivant






Par suite la condition lim+(%(x)x2)<+, permet de montrer l’injection
F% (N$)/L2(X$, #). La densite de coule du fait que les exponentielles sont
denses dans L2(X$, #). K
Ainsi on re alise le triplet de Gelfand suivant
F% (N$)/L2(X$, #)/F% (N$)*. (24)
Lemme 4. L’ope rateur M de multiplication par e&z22, re alise un
isomorphisme topologique:
M : G%*(N )  G%*(N )
, [ e&z22,
De monstration du the ore me 2. Comme la transformation de
WienerIto^Segal I, n’est autre que la compose e de l’ope rateur de laplace
L et de l’ope rateur M, celle ci se prolonge a l’espace de distributions
gaussiennes F% (N$)*. Ce prolongement est appele transformation chaotique
T.C. Le the ore me 2 s’obtient alors en utilisant le the ore me 1, le lemme 4 et
la proposition 2. K
Remarque. Dans la proposition 4, on a suppose que %(x)x2 admet une
limite finie quand x tend vers l’infini. Cette condition est en fait plus faible
que celle impose e a la suite (:n)n # N , dans [1, (6.2, p. 58)]: infn :n>0. En
effet s’il existe c>0 tel que :nc pour tout n # N alors G:(t)cet et par
suite compte tenu de la relation %*(t)=log G:(t 2) il existe c$>0 tel que
%*(t)c$+t2 pour tout t0 d’ou lim+(%(x)x2)<+.
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